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Der elektrische Widerstand von Stapelfehlern
in kubisch-flichenzentrierten Metallen™

Von Horst Starz

Aus dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
und dem Max-Planck-Institut fiir Metallforschung, Stuttgart
(Z. Naturforschg. 17 a, 994—1010 [1962] ; eingegangen am 27. Juli 1962)

Die Wellenfunktion der Leitungselektronen in einem Kristall mit unendlich ausgedehntem Stapel-
fehler wird durch eine Entwicklung nach Waxxsier-Funktionen der Gitterplitze des gestorten Kristalls
dargestellt. Wie von Seecer und Starz gezeigt wurde, gelingt eine exakte Losung des Streuproblems
und des entsprechenden Transportproblems bei beliebiger Form der Fermi-Fliche. Im Ausdruck fiir
den elektrischen Widerstand des Stapelfehlers sind Stormatrixelemente zwischen Waxxier-Funktio-
nen enthalten. Die Berechnung der Wax~ier-Funktionen geschieht nach einem Variationsverfahren
von Koster und Parzex. Wassier-Funktionen und Kristallpotential werden gleichzeitig so gewdhlt,
daf} die aus ihnen folgende Grifle der Fermi-Energie und Gestalt der Fermi-Fliche mit den experi-
mentell bekannten Daten der Edelmetalle iibereinstimmen. Die Stormatrixelemente und damit auch
der elektrische Widerstand ergeben sich innerhalb der Unsicherheitsgrenzen fiir alle drei Edelmetalle
Cu, Ag und Au als praktisch gleich. Die Zahlenwerte sind in Ubereinstimmung mit den experimen-

tellen Ergebnissen.

Der elektrische Widerstand von Metallen ist be-
kanntlich eine Folge der Streuung der Leitungs-
elektronen an den Storungen des im Idealfall voll-
kommen periodischen Kristallgitters. Diese Storun-
gen sind einmal die Gitterschwingungen, die die
Ursache fiir den thermischen Widerstand bilden und
zum andern die statischen Gitterbaufehler, die fiir
den Restwiderstand bei tiefen Temperaturen und
fir den Zusatzwiderstand nach z. B. plastischer Ver-
formung oder Bestrahlung verantwortlich sind.

Unter den Gitterfehlern spielen die Stapelfehler
bei den kubisch-flichenzentrierten Metallen eine
wichtige Rolle, da hier die Versetzungen je nach
Grofle der Stapelfehlerenergie mehr oder weniger
stark in Halbversetzungen aufgespalten sind, zwi-
schen denen sich ein Stapelfehlerband aufspannt. Es
gibt zahlreiche indirekte Hinweise experimenteller
Art fiir einen wesentlichen Anteil der Stapelfehler
am elektrischen Widerstand. Fiir eine ausfiihrliche
Ubersicht sei auf Seecer ! und Howie? verwiesen.
So ergab sich insbesondere fiir Kupfer und Nickel
ein grofles Streuvermogen des Stapelfehlers entspre-
chend einem Reflexionskoeffizienten der Groflenord-
nung 0.1 bis 0.5 3.

In jingster Zeit wurde eine direkte Mefimethode
des Stapelfehlerwiderstands entwickelt. Schreckt man
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diinne Goldproben von hohen Temperaturen rasch
ab und 1dft man dann bei ungefihr 40 °C an, dann
bilden sich aus der hohen Leerstellendichte Stapel-
fehlertetraeder, deren Konzentration und durch-
schnittliche Grofle an dinnpolierten Stellen der
Probe aus elektronenmikroskopischen Durchstrah-
lungsbildern entnommen werden kann. Der mit die-
sen Stapelfehlertetraedern verbundene elektrische
Widerstand 1t sich messen. CorreriLr? fand
auf diese Weise einen Stapelfehlerwiderstand von
0~0.2-10712 f Q cm? wo f (em™!) die Fléichen-
dichte der in Tetraederanordnung auf alle vier
{111} -Ebenen verteilten Stapelfehler ist. Wie
Howie 2 niher ausfiihrt, kann nur ein verschwin-
dend kleiner Teil des Widerstands auf die unvoll-
standigen Versetzungen der Tetraederkanten ent-
fallen. (Altere Messungen von Baverre und KoEs-
LER ergeben nach SirLcox einen etwas hoheren Wider-
stand, ndmlich p~0.5-10712 § Q cm?; siehe hierzu
Howir 2.)

Eine theoretische Berechnung des Widerstands
von Gitterfehlstellen umfafit im allgemeinen zwei
Teile: 1. Die Losung eines Streuproblems. Dies
setzt eine Annahme iiber die Wellenfunktionen der
Leitungselektronen und tiber das Streupotential des
Gitterfehlers voraus. 2. Die Losung des sog. Trans-

? H. Stenve, Dissertation, Stuttgart 1957.
4 R. M. J. Correrire, Phil. Mag. 6, 1351 [1961].
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portproblems. d. h. die Losung der Borrzmaxx-Glei-
chung in Gegenwart eines elektrischen Feldes und
des Gitterfehlers. Auf Grund ihrer vergleichsweise
einfachen Elektronenstruktur sind unter den kubisch-
flachenzentrierten Metallen die einwertigen Edel-
metalle Cu, Ag und Au fir eine theoretische Be-
handlung am ehesten geeignet, weswegen sich die
bisherigen und auch unsere Untersuchungen vor-
zugsweise mit diesen Metallen befassen.

Wie von SeeGer und Stat1z® néher ausgefiihrt
wird, sind die bei anderen Gitterfehlern bewéhrten
Methoden zur Berechnung des Widerstands im Falle
des Stapelfehlers nicht brauchbar. So gibt z. B. die
Niherung freier Elektronen einen verschwindenden
Reflexionskoeffizienten, da freie Elektronen nur auf
eine Anderung der mittleren Ladungsdichte anspre-
chen, diese aber durch den Stapelfehler nicht ge-
andert wird. Ferner bedeutet die Besonderheit des
Stapelfehlers, lediglich Trennflache zwischen zwei
idealen Kristallhalften zu sein, die aber um einen
mit der Gitterkonstanten vergleichbaren Betrag ge-
geneinander verschoben sind, daf} ein die Gitter-
scherung beschreibendes Streupotential den Charak-
ter einer O-Funktion an der Trennflache besitzt, wo-
durch sich die Anwendung des sog. WANNIER—SLATER-
Theorems ¢ und der Methode der Deformations-
potentiale 7 verbietet, da beide ortlich langsam ver-
dnderliche Storpotentiale voraussetzen.

Eine kritische Betrachtung der bisherigen theore-
tischen Arbeiten iiber den Stapelfehlerwiderstand
findet man bei Seecer und Statz’. Daraus geht
hervor, daf} eine befriedigende Lsung des Problems
bis dahin noch ausstand. Obwohl einige Arbeiten
die richtige GroBlenordnung des Reflexionskoeffizien-
ten bzw. Widerstands ergeben, enthalten sie doch
Ansitze und Methoden, die nicht berechtigt erschei-
nen. Wir gehen auf die zwei wichtigsten und aus-
fiihrlichsten Arbeiten néher ein.

SeeGer und SteHLE !'? gehen von den richtigen
Wellenfunktionen im Gitter, den Brocu-Funktionen,
aus und beniitzen diese zu einer Storungsrechnung
1. Ordnung, um damit den Reflexionskoeffizienten
zu bestimmen. Storpotential ist die Differenz der
Gitterpotentiale des Kristalls mit und ohne Stapel-
fehler, also in der einen Hailfte Null und in der
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anderen Halfte V' (r —3) — V' (1), wo % der Verschie-
bungsvektor des Stapelfehlers ist. Wie schon die
Autoren betonten, ist das Storpotential fiir die Giil-
tigkeit der Storungsrechnung sicher zu grof}, so dal}
die Ergebnisse nur qualitativen Charakter haben
konnen. Es konnte jedoch gezeigt werden, daf} selbst
im Falle einer kiinstlich schwachen Stérung, wo die
Storungsrechnung angewandt werden darf, der durch
die experimentellen Untersuchungen geforderte grofle
Wert des Reflexionskoeffizienten (~0,3) erklart
werden kann. Die Theorie beniitzt eine sphérische
Fermi-Flache. Der von StenLe angegebene Verlauf
des Reflexionskoeffizienten als Funktion des Ein-
fallswinkels braucht deshalb nicht fir die offenen
Fermi-Flachen zu gelten, wie sie heute fiir die Edel-
metalle angenommen werden 8.

Die Zweistrahlmethode von Howie? beniitzt zwei
ebene Wellen als Wellenfunktionen fiir die einfal-
lenden und gestreuten Elektronen und deutet die
Streuung am Stapelfehler durch eine Phasenverschie-
bung bei der Bracc-Reflexion der Wellen mit f-Vek-
toren nahe oder auf den {111 }-BrirLovis-Zonenfla-
chen, die nicht parallel zum Stapelfehler liegen. Die
f-Vektoren der einfallenden und gestreuten Welle
unterscheiden sich hier stets um einen reziproken
Gittervektor. Wahrend das Verfahren zur Erklarung
des Stapelfehlerkontrasts bei Durchstrahlung diinner
Folien mit Elekironen hoher Energie geeignet sein
diirfte ¥, muB die Ubertragung auf die Verhiltnisse
der Leitungselektronen mit ihren Energien von eini-
gen Elektronenvolt problematisch erscheinen. Die
Néherung ist nur Storungsrechnung 1. Ordnung,
wie sie auch zur Erklidrung der Bracc-Reflexion in
der Brirrouinschen Naherung (Naherung freier
Elektronen) verwandt wird. Die Naherung ebener
Wellen ist aber nach den neuen Bandrechnungen fiir
die Leitungselektronen in Cu schlecht 1°. Ferner ist
die Behandlung des Transportproblems bei Howie
unbefriedigend. So wird z.B. die Elektronenge-
schwindigkeit parallel zum Wellenvektor f angenom-
men, was nur bei sphirischen Fermi-Fldachen be-
rechtigt ist. Um iiberhaupt einen Einflull durch den
Stapelfehler zu erhalten, braucht HowiE eine von der
Kugelgestalt stark abweichende Fermi-Flache. Bei
einer offenen Fermi-Fliche — Howie beniitzt das

8 W. A. Harrisox u. M. B. Wess, The Fermi Surface, John
Wiley & Sons, New York 1960.

9 M. ]J. WueLax u. P.B. Hirscu, Phil. Mag. 2, 1121, 1303
[1957].

10 B. Secart, Phys. Rev. 125,109 [1962].
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Prerarpsche Modell 1* — ist aber in der Nahe der
{111 }-Brirrovix-Zonenflichen. wo nach der Zwei-
strahlmethode die stdrkste Streuung auftritt, die
Elektronengeschwindigkeit (parallel grad; £) an-
nihernd senkrecht zu f. Das numerische Ergebnis
liegt bei 0~~1-10712 § Q cm> wo f§ wieder die ge-
samte Flachendichte auf allen vier Gleitebenen be-
deutet. Bei einer anschlieffenden Abschatzung unter
Beriicksichtigung von Oberflichenwellen vermutet
Howie einen um ungefihr einen Faktor 4 kleineren
Wert als oben.

Im Rahmen der Einelektronentheorie ist unser
Verfahren dagegen exakt. sowohl in bezug auf die
verwendeten Wellenfunktionen als auch in bezug auf
die Fermi-Fldche. E ist als Fourier-Reihe gegeben.
was der allgemeinste Ansatz ist. der die Periodizitit
der Energie im f-Raum beriicksichtigt. Durch ge-
eignete Wahl der Fourier-Koeffizienten 1afit sich
jede Flache beschreiben. Die Konvergenz ist gerade
bei den Edelmetallen besonders giinstig. Schon mit
einem Entwicklungskoeffizienten erhilt man die fiir
diese Metalle charakteristischen. offenen Fermi-Fla-
chen. Der elektrische Widerstand laft sich explizit
angeben. wodurch es unseres Wissens das erste
Mal gelungen ist. das Transportproblem fir einen
Gitterfehler im Falle einer offenen. nicht sphéarischen
Fermri-Flache geschlossen zu l6sen.

Fir die Wellenfunktionen beniitzen wir eine Ent-
wicklung nach Wannier-Funktionen, die an den
durch den Stapelfehler verschobenen Gitterpldtzen
lokalisiert sind. Wir beschrianken uns auf ein Band.
Prinzipiell steht jedoch einer Erweiterung unseres
Verfahrens auf mehrere Bander nichts im Wege. In
einem gewissen Abstand vom Stapelfehler sind die
Entwicklungskoeffizienten dieselben wie in der Ent-
wicklung der Brocu-Funktionen nach Wan~ier-Funk-
tionen. Dies bestitigt die Brauchbarkeit unseres An-
satzes; denn in den beiden idealen Kristallhélften.
die nur durch den Stapelfehler getrennt sind. miis-
sen die Wellenfunktionen in einiger Entfernung von
der Trennflaiche wieder in die Brocu-Funktionen des
idealen Gitters iibergehen.

Die ausfiihrliche Theorie findet man bei Seecer
und Starz?; in der vorliegenden Arbeit liegt der
Schwerpunkt auf der numerischen Auswertung. Die
Hauptschwierigkeit ist dabei die Berechnung der

11 A, B. Prerarp. Phil. Trans. Roy. Soc., Lond. A 250. 325
[1957].

12 G. F. Koster, Phys. Rev. 89, 67 [1953].

13 G. Parzex. Phys. Rev. 89. 237 [1953].
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Matrixelemente mit Wannier-Funktionen. Zur Be-
rechnung der Wannier-Funktionen des Leitungs-
bandes gehen wir von einer Differenzen-Differential-
gleichung aus. die mittels eines Variationsverfahrens
gelost wird 12 13, Dabei beschridnken wir uns auf ein
Minimum an Versuchsfunktionen. Eine gewisse
Selbstkonsistenz wird dadurch erreicht, daf} wir
gleichzeitig Waxnier-Funktionen und Gitterpotential
so bestimmen. dal} die daraus folgende Grifie der
Fermr-Energie und die Gestalt der FErmi-Fliache mit
den experimentellen Werten uibereinstimmen.

§ 1. Grundziige der Theorie *

Ein Stapelfehler erstrecke sich entlang einer
(111)-Ebene tber die ganze Breite des Kristalls.
Dadurch wird der Kristall in zwei Hélften mit nach
wie vor idealem Gitter aufgeteilt. die nur um einen
Vektor ¢ gegeneinander verschoben sind. Die ge-
storte Wellenfunktion der Leitungselektronen in die-
sem Gitter entwickeln wir nach Wan~ier-Funktionen.
Wie in ' naher begriindet wird. beschranken wir
uns darin auf die Wan~ier-Funktionen eines Bandes

w(r) = _V‘_‘I)(?Rj)a(l'~mj) s (1.1)
R;
)N, sind die Gitterplatze des Gitters mit Stapelfehler.
Zusammen mit der ScHRODINGER-Gleichung

Hy=Evy, (1.2)

wo H der Hamirrox-Operator im gestorten Gitter
ist. erhdlt man fiir die Koeffizienten @ ();) ein
lineares Differenzengleichungssystem. Dank der Lo-
kalisation der Wan~ier-Funktionen ergeben sich zu
beiden Seiten des Stapelfehlers und in einiger Ent-
fernung davon dieselben Gleichungen wie im durch-
weg ungestorten Gitter. Die entsprechenden Lésun-
gen. die zur Entwicklung der BLocu-Funktionen nach
Waxnier-Funktionen gehéren, lauten

D(N;) =exp {iEN,;}.
Die Energie £ als Funktion von f ist als Fourier-
Reihe gegeben

E(f) = is‘(?]{j) exp{—ifN;},

R

(1.3)

(1.4)

wodurch von vornherein die Periodizitiat der Ener-

Y H. Starz, Z. Naturforschg. 17 a, 906 [1962].
* Fiir eine ausfithrlichere Darstellung sei aufl Strarz ™ und
auf Seecer und Statz ® verwiesen.
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gie in den Grundzellen des reziproken Raums ge-
wihrleistet ist. Die Fourier-Koeffizienten & (J;)
sind Integrale iiber Produkte von Waxnier-Funk-
tionen mit dem Hamiiron-Operator H, des unge-
storten Kristalls

(M) = [ a*(r) Hya(r—N;) dv.  (1.5)

Zur Definition eines verallgemeinerten Reflexions-
koeffizienten des Stapelfehlers betrachten wir zu bei-
den Seiten des Stapelfehlers in dem Gebiet, wo die
ungestorte Losung (1.3) giiltig ist. eine einfallende
und gestreute Brocu-Welle mit den Ausbreitungs-
vektoren f und f’. Die Parallelkomponenten zum
Stapelfehler von f und f’ miissen aus Griinden der
Translationsinvarianz des gesamten Gleichungs-
systems gegeniiber Verschiebungen um ganze Gitter-
vektoren parallel zum Stapelfehler gleich sein. Fer-
ner gehéren f und f° zur selben Energiefliche, da
die Streuung elastisch erfolgt. Die Entwicklungs-
koeffizienten dieser Brocu-Wellen, die auf den bei-
den Seiten des Stapelfehlers verschiedene Amplitu-
den besitzen konnen, lauten

D(R;) =A,exp PR} + A exp {F R},
bzw.

D(R;) =Byexp {iftR;} +Byexp L N;}.

(1.6)

Als verallgemeinerten Reflexionskoeffizienten R
definiert man das Intensitdtsverhéltnis der gestreu-
ten zur einfallenden Brocu-Welle, wobei auf der an-
deren Seite des Stapelfehlers kein zweite einfallende
Welle vorhanden sein darf.

B daf iy B =] BBy s (1.7)

Den Zusammenhang zwischen den Amplituden A4;
und B; links und rechts vom Stapelfehler vermitteln
die speziellen Differenzengleichungen fiir Gitter-
punkte in der Nihe des Stapelfehlers. Die Zahl die-
ser Gleichungen hingt davon ab. wie weit wir die
Wechselwirkung zwischen den Waxxier-Funktionen
in den Matrixelementen berticksichtigen. Durch Eli-
mination der nur in diesen speziellen Differenzen-
gleichungen vorkommenden Entwicklungskoeffizien-
ten erhiilt man stets eine lineare Beziehung der Form

Bi=fy 41+ fr2 42,

1.8
By=fo1 Ay + f22 4> <)

Der in (1.7) definierte Reflexionskoeffizient er-
gibt sich dann zu

R=:f2l‘/f2'2v‘2=§f12/f11:2' (1'9)
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In den f,, sind neben den Komponenten von f und
f’. die die Abhingigkeit von der Einfallsrichtung be-
schreiben, die Fourier-Koeffizienten der Energie
enthalten, die von der Form der Fermi-Fldche ab-
héngig sind. Aulerdem sind Stérmatrixelemente ent-
halten. die im Vorhandensein des Stapelfehlers ihre
Ursache haben und die dafiir verantwortlich sind,
dal R im allgemeinen ungleich Null ist.

Durch die Streuung am Stapelfehler besteht fiir
die Elektronen eine gewisse Ubergangswahrschein-
lichkeit W (f. ') vom Zustand f in den Zustand f’.
W (f,t) laBt sich durch den Reflexionskoeffizienten
R ausdriicken. Die linearisierte Form der Borrzmans-
Gleichung zur Gewinnung der Verteilungsfunktion
f(f) in Gegenwart eines elektrischen Feldes € und
einer Streu-Ubergangswahrscheinlichkeit W (f. ")
lautet:

—;—— € grad; f, ‘

-V , , )
= o [ WEOT® —E)] dre. (110)

Hier bedeutet f, die Fermi-Verteilung und V' das
Volumen. W (£, f') besitzt in unserem Fall den Cha-
rakter einer O-Funktion, da zu einer einfallenden
Brocu-Welle nur eine gestreute BLocu-Welle existiert.
Dadurch reduziert sich die Integralgleichung (1.10)
zu einer Differenzengleichung. Wie bei Seecer und
Starz ® naher ausgefiihrt wird. gelingt es mit Hilfe
dieser Differenzengleichung, im Integral fir die
Stromdichte

= — 7(2%3 : j f(£) grade E dr
die unbekannte Verteilungsfunktion f(f) zu elimi-
nieren und man erhélt fiir den Tieftemperaturwider-
stand in Richtung senkrecht zum Stapelfehler fol-
genden einfachen Ausdruck:

o= E im0

P.

F/V bedeutet die Flichendichte. Die Integration er-
streckt sich iiber die Projektion der Fermi-Flache
auf die (111)-Ebene im reziproken Raum.

Unter der Annahme, dafl die Streuung an den
thermischen Gitterschwingungen grol} gegentiber der
Streuung am Stapelfehler ist und durch eine skalare
Relaxationszeit beschrieben werden kann, 13t sich
auch der Zusatzwiderstand bei hohen Temperaturen
angeben

(1.11)

(1.12)

J R(grad¢ E-n)2db
Ao = ;'; R (2m)sE r
e

, 1.13]
[[|grad¢ E-n dby ]* ( )
P.
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Wie man leicht verifizieren kann, gehen (1.12) und
(1.13) fiir den Sonderfall spharischer Fermi-Fliachen
in die von SecceEr ! und Stenie? angegebenen Aus-
driicke tiber.

§ 2. Fermi-Flache und Reflexionskoeffizient

Bisher war unsere Theorie ganz allgemein gehal-
ten. Wie Koux1® gezeigt hat. fallen die Wannier-
Funktionen mit zunehmendem Abstand von ihrem
Zentrum exponentiell ab. Entsprechend nehmen die
Matrixelemente der Form

fa*(_l‘—m;) Ha(x—N;) dr

mit wachsender Entfernung |R; —N;| der Zentren
der Wan~ier-Funktionen rasch ab. Wir machen nun
eine Naherung und vernachldssigen alle Matrix-
elemente mit Wannier-Funktionen, deren Zentren
weiter als iiberndchste Nachbarn voneinander ent-
fernt sind. In dieser Naherung befriedigt der allge-
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meine Ansatz (1.6) fir die Entwicklungskoeffizien-
ten auch noch die speziellen Differenzengleichungen
am Stapelfehler. Gebundene Zustinde, die den zu
eliminierenden Koeffizienten entsprechen wiirden,
treten erst in hoheren Naherungen auf.

Nun sollen die expliziten Formeln fiir die FErm1-
Fliache und den Reflexionskoeffizienten, wie man sie
zur Berechnung des elektrischen Widerstands braucht,
angegeben werden. Wir verwenden dieselben Ko-
ordinaten wie bei SEecer und Starz®. Ein f-Vektor
wird durch

F=vB, +1B,+ %D, (2.1)

dargestellt. Die beiden Grundvektoren ;. &, lie-
gen in der (111)-Ebene und schliefen einen Winkel
von 120° ein. B, steht senkrecht dazu. Der Betrag
der Vektoren ist durch |®B,;|=|B,|= (1/a) V8/3
und | By |=1/(a V3 ) gegeben, wo a die Gitterkon-
stante bedeutet. Es sei betont. daf} die ; keine gan-
zen Gittervektoren des reziproken Gitters sind.
Die Gleichung einer Energieflache lautet

E=¢(0) +2¢&(1) | cosv+cosi+cos(v—4) —}-cos?)lLfg+ * +cos —2’};_"_’_2 + cos ]'_29}“+z
+ 26(2) [eos 2v+4+2)—x L 66 4r—§/_+z ¢ 2 r+34 Ai} (2.2)

Die Matrixelemente ¢(i) sind in Gl. (1.5) erklart
und entsprechen Nachbarn nullter, erster und zwei-
ter Sphire. Den Nullpunkt der Energie wéhlen wir
so, daf fiir f =0 auch £ =0 wird. Daraus ergibt sich
£(0)=—12¢(1) —6¢(2). (2.3)
Die Energiefliche (2.2) geht fir E={ in die
Fermr-Flache tiber. Die Gestalt derselben ist aber
experimentell bekannt, so dal} die Matrixelemente
£(i) bestimmt werden konnen. Aus den Flachen-
inhalten der ,,Hilse und Bauche“ der Fermi-Flachen
der Edelmetalle, wie sie von Suoenserc 6 angege-
ben wurden und aus der Forderung, daf} das Volu-
men des von der Fermi-Fldche innerhalb der 1. Bric-
Lovin-Zone umschlossenen Korpers bei den einwer-
tigen Metallen einem Elektron pro Atom entspre-
chen muB, erhilt man nach Scuortxy 17 fiir £(1) und
£(2) die in Tab. 1 angegebenen Werte.

; - o)/~ Tab. 1. Die der experimen-
é(l)/i, @)/ tell bekannten Gestalt der
Cu — 0,072 — 0,009 Fermi-Flache angepafiten
Ag — 0,071 — 0,011 Matrixelemente in Funk-
Au  —0,072 —0,010 tion der Fermi-Energie (.

Man beachte die geringen
Unterschiede zwischen den drei Metallen.

15 W. Konx, Phys. Rev. 115, 809 [1959].
16 D. Suoenserc, Phil. Mag. 5, 105 [1960].

Beriicksichtigt man in den Matrixelementen nur
die Wechselwirkung bis zu néchsten Nachbarn, setzt
man also €(2) =0, dann ist (1) schon allein durch
das vorgeschriebene Volumen des FErmi-Korpers be-
stimmt. Man erhilt (1) = — 0,077 {. Ein Vergleich
mit Tab. 1 zeigt. dafl die Mitnahme von ¢(2) keine
groBe Anderung mehr bedeutet; das Wesentliche ist
schon im ersten Glied enthalten. Noch weniger wiir-
den die hoheren Matrixelemente ausmachen. Wir
haben hier eine nachtriigliche Rechtfertigung der
eingangs gemachten Vernachldssigung der héheren
Matrixelemente erhalten; denn es ist anzunehmen,
dal} die anderen Matrixelemente, die im Ausdruck
fiir den Reflexionskoeffizienten auftreten [s. (2.4)
bis (2.8)], mit wachsendem Abstand der WANNIER-
Funktionen #hnlich rasch an Bedeutung verlieren.

Die Matrixelemente (i) sind mit der Ferwmr-
Energie { verkniipft. wodurch die absolute Grifle
der ¢(i) festgelegt werden kann. Eine davon unab-
hingige Moglichkeit, die ¢ (i) mit experimentel]l be-
kannten Grofen zu vergleichen, ergibt sich aus der
Berechnung der Zustandsdichte an der Fermi-Ober-
fliche. Die Zustandsdichte an der Fermi-Oberfliche

17 G. Scuortky, private Mitteilung.
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hangt mit der bei tiefen Temperaturen mefbaren
spezifischen Warme der Leitungselektronen zusam-
men '8, Aus dem bekannten c, ~y T, mit einem ge-
messenen yc, = 1,78 cal/Mol Grad? (s. Anm.!?) er-
hélt man fiir (1) — in der groflenordnungsmafiigen
Betrachtung dieses Abschnitts begniigen wir uns mit
dem Matrixelement nachster Nachbarn — einen um
rund einen Faktor 2 grofleren Wert, als es einer
Fermi-Energie fiir Cu von ungefahr 5 eV entspricht.
Wir glauben, dal diese Diskrepanz davon herriihrt,
daf} wir zur Entwicklung der Wellenfunktionen und
damit auch fiir die Fourier-Entwicklung der Ener-
gie nur die Wannier-Funktionen eines isolierten
Bandes verwendet haben. Die neuen Bandrechnun-
gen fiir Cul® zeigen aber eine Uberlappung des
s-Bandes mit den unteren d-Biandern. Das effektive
Leitungsband besitzt dadurch eine viel kleinere Band-
breite, als es einem isolierten Band entspricht 1°. In
unserem Modell ist die Bandbreite gleich 16 | £(1)].
Wir wiéhlen deshalb zur Festlegung von ¢(1) den
aus der richtigen Groflenordnung der Fermi-Energie
gewonnenen kleineren Wert, der auch der tatsdch-
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lichen Bandbreite des effektiven Leitungsbands ent-
spricht. Potential und Wannier-Funktionen miissen
bei der spiteren Zahlenrechnung mit diesem Wert

korrespondieren.
Fiir den Reflexionskoeffizienten erhilt man
- [ 1

2|&||Q]sin

—— )L . (24)

1 . =Ts
T\ | T—einBQ* 2—| G

§ 3. Ein Variationsverfahren zur Berechnung
der Wannier-Funktionen;
Wahl der Versuchsfunktionen

Wir gehen aus von der Entwicklung der Brocm-
Funktionen nach Wanxier-Funktionen

pe(r) = 1 Nexp i fR}ar-R)  (3.1)
Ve &

(1/VG ist ein Normierungsfaktor, wo G die Anzahl

der Gitterpunkte im Grundgebiet bedeutet) und set-

zen diese Entwicklung in die ScurépinGer-Gleichung

9 ist ein Ausdruck, der nur Elemente des idealen Gitters enthalt:

Q=e"i#B0TD {e(1)[1+e” +ei4] +£(2)[2cos(v— 1) + i},

g

(2.5)

wihrend & und T die Stérung durch den Stapelfehler enthalten.

T=¢(0)+2¢(1)[cosv-+cositcos(v—2)].

(2.6)

¢ (0) und & (1) sind durch folgendes Integral definiert:

&h) [a*(x=R)[V(-8) =V (¥)]alr-R,) dr

G2

(h=0,1). (2.7)

N; und R; sind Gitterpunkte auf derselben Seite des Stapelfehlers in einer direkt angrenzenden (111)-
Ebene und entsprechen nullten oder nichsten Nachbarn, je nachdem A=0 oder A=1 ist. Die Integration
lauft iiber die nicht R; und N; enthaltende Kristallhélfte auf der anderen Seite des Stapelfehlers, was
durch G/2 angedeutet sein mag. Aus Symmetriegriinden ist & (k) reell. Der ungestorte Fall ist durch

¢ (h) =0 und damit auch 7=0 gekennzeichnet.

© ergibt sich aus £, wenn man ¢(i) durch V(i) ersetzt (i=1,2). V(i) enthilt zwei Anteile

V(i)=V'()—EU(i) =fa*(r—§}ii) Ha(rt—%Ry) dr—Efa*(r—?Ri) a(t—Rx;) de.

Ni, N; zeigen hier zu Gitterpunkten auf verschiede-
nen Seiten des Stapelfehlers und gehéren zu Nach-
barn i-ter Sphire. Da die Kristallhalften durch den
Stapelfehler um einen nicht ganzen Gittervektor $
gegeneinander verschoben sind, wurde die Ortho-
gonalitiat der Wannier-Funktionen hier zerstort. Da-

18 N. F. Morr u. H. Joxes, The Theory of the Properties of
Metals and Alloys, Dover Publications, New York 1958,
S.179.

(2.8)

durch erklart sich das Auftreten eines von Null ver-
schiedenen U (7). Bei V(i) erstreckt sich das Inte-
gral tiber beide Kristallhilften. Im Hamirron-Opera-
tor steht neben [ —#%2/(2m)]4 das durch den Sta-
pelfehler veridnderte Potential, also auf der einen
Seite bis zum Stapelfehler /(1) und dann V' (1 —2).

19 Cu. Kirrer, Introduction to Solid State Physics, John Wiley
& Sons, New York 1953. S. 233.
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Auch das Storelement V (i) ist reell. Im idealen Git-
ter geht V" (i) — (i) und U (i) — 0. also insgesamt
V(i) - &(i) und damit S — Q.

Der Ubergang zu den ungestorten Matrixelemen-
ten fiihrt auf R =0. Eine obere Grenze fiir den Re-
flexionskoeffizienten ist R = 1. wie es auch nicht an-
ders sein darf.

Hype(r) = E(f) e (1) (3.2)

des ungestorten Kristalls ein. Schreibt man fiir £
die Fourier-Entwicklung (1.4), so erhilt man nach
einer Summation iiber f schlieBlich die bekannte
Differenzen-Differentialgleichung fiir die Wax~ier-
Funktionen

Hoa(r) = ZE(?R]) (1(1'—3{]') .

R

(3.3)

Die Eigenwerte ¢ (3;) sind aus (1.5) bekannt. Wie
Koster 2 und gleichzeitig Parzen 13 gezeigt haben.
kann (3.3) durch ein Variationsverfahren gelost
werden. Unter allen Vergleichsfunktionen machen
die Losungsfunktionen a (1) das Integral

I= [ a*(r) Hya(x) dr (3.4)

zu einem Minimum, vorausgesetzt, dal} die Funktio-
nen die Nebenbedingung der Orthonormalitit er-

fa*(r—mi) a(r—N;) dr=9;;. (3.5)

fiillen

Der Minimalwert von [ ist £(0).
Fir die Wannier-Funktionen machen wir den
Ansatz
a(r) = Dleyu, (1), (3.6)
n
wo die u,(r) geeignete Versuchsfunktionen bedeu-
ten, und variieren die Koeffizienten ¢, so. daf}

I= ch‘lcm Hsg;), (37)
n, m
unter Berticksichtigung der Nebenbedingungen
* 1
Z Cp Cm Oiu)/l = ()‘Rz, 0 (3.8)

n,m

zu einem Minimum wird. Hier wurden folgende
Abkiirzungen gebraucht:

nglp)u . /u;(r) HO um(r_ SRI) dr.

0D, = [ (x) wy(x—Ry) dr. (38

N, bedeutet einen Gittervektor zu einem Nachbarn
[-ter Sphire.

Die Versuchsfunktionen wihlen wir nach zweier-
lei Gesichtspunkten aus. Erstens sollen sie den ge-

H.STATZ

suchten Wannier-Funktionen &dhnlich sein. damit
schon wenige Reihenglieder eine gute Approximation
darstellen und zweitens soll die analytische Form
der Versuchsfunktionen eine moglichst einfache Be-
rechnung der im Variationsverfahren und bei den
Stérelementen auftretenden Ausdriicke H?), und 0%,
zulassen. Prinzipiell gibt es wie bei der Berechnung
der Brocu-Funktionen die zwei verschiedenen Wege
der Approximation von den Atomfunktionen her
oder die Approximation von den ebenen Wellen der
freien Elektronen her. Die Approximation durch
Atomfunktionen hat den Vorteil. daB die Wax~IER-
Funktionen in der Nihe der Gitterpunkte gut wie-
dergegeben werden und daB der exponentielle Ab-
fall der Waxxier-Funktionen schon in den Versuchs-
funktionen enthalten ist. Ein Nachteil ist. daB der
Hauptanteil an den Wax~ier-Funktionen des Lei-
tungsbandes von den radialsymmetrischen s-Funk-
tionen der &ullersten. besetzten Schale herkommt,
und wie schon von SeEecer und Statz ® betont wurde.
liefern diese Funktionen in erster Niherung keinen
Beitrag zu den uns interessierenden Storelementen
¢(0.1) und 7' (1,2). Ein weiterer Nachteil ist der
grofle numerische Rechenaufwand. Wir entscheiden
uns deshalb fiir die Approximation. die von den
freien Elektronen ausgeht. Dabei kénnen alle Matrix-
elemente bequem berechnet werden. Nachteilig ist,
daf} die Darstellung des exponentiellen Abfalls der
Waxnier-Funktionen viele Reihenglieder in (3.6)
erfordert.

Die Waxxier-Funktionen a(v) sind die Fourier-
Transformierten der sog. Impulseigenfunktionen
v(f+8,). die bei der Entwicklung der Brocu-Funk-
tionen nach ebenen Wellen auftreten. Diese Entwick-
lung lautet bekanntlich

Y (1) = S v(f+ &) exp i(F+ &)1}, (3.10)

n
(f ist der reduzierte Ausbreitungsvektor und die
Summation lauft iiber alle Gitterpunkte &, des re-

ziproken Gitters.) Fiir die Wan~ier-Funktionen er-
hélt man aus (3.10) sofort

a(t) = N N o(t+8,) exp {i(t+ &)1} .

kB (3.11)
Hier erkennt man die tibliche Form der Fourier-

Transformation; denn die Summation iiber die un-
endlich dicht liegenden, reduzierten f-Vektoren und

1
VG

iiber alle &, ist mit einer Integration iiber den ge-
samten f-Raum identisch.
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Zur Gewinnung eines Satzes von Versuchsfunk-
tionen nehmen wir in jeder zu einem bestimmten
&, gehorigen Grundzelle des reziproken Raums
v(f+ &,) als konstant an, nihern also die Impuls-
eigenfunktionen durch eine Treppenkurve an, wie
in Abb. 1 angedeutet ist.

v(t+&y)

|

| |
|

|

|

|

|

1

|

|

I

| 1

&-0 &, &,

Abb. 1. Eindimensionale Darstellung der Approximation der

Impulseigenfunktionen durch Konstante innerhalb der Grund-

zellen des reziproken Gitters. Jede Stufe gehort zu einer

Grundzelle, die ein bestimmtes K, als Zentrum hat. Inner-

halb jeder Grundzelle kann der reduzierte Ausbreitungs-
vektor £ alle moglichen Werte durchlaufen.

t+&,

Die Stufenhohen sind die zu bestimmenden Va-
riationsparameter. Die Versuchsfunktionen lauten
dann

u,(r) =exp {i .@,J}Zexp {ifr}. (3.12)

t

Die Funktion nullter Ordnung mit &,=0 ist die
Wannier-Funktion, die zu einer Brocu-Funktion e’f,
also zu freien Elektronen gehort. Unser Funktionen-
system ist von vornherein auch beziiglich verschie-
dener Gitterpldatze orthogonal. Leider geht mit die-
sen Versuchsfunktionen allein eine wichtige Eigen-
schaft verloren. Rechnet man damit die Matrixele-
mente &(1), £(2) usw. aus, was man geschlossen
machen kann, wenn das periodische Kristallpoten-
tial in eine Fourier-Reihe entwickelt wird, dann
hebt sich das Potential heraus. Dadurch ist es nicht
mehr moglich, €(i) durch geeignete Wahl des Po-
tentials den experimentellen Werten anzupassen.
Glieder, die das Potential enthalten, treten erst auf,
wenn die Impulseigenfunktionen innerhalb einer
Zelle keine Konstanten mehr sind, sondern Funktio-
nen des reduzierten Ausbreitungsvektors f. Wir ent-
wickeln deshalb v (f+ &,) in einer Grundzelle des
reziproken Raums in eine Fourier-Reihe

v(E+R) = Do, rexp {itN;}. (3.13)
R;

Dieser Ansatz gilt jeweils immer nur in einer Grund-
zelle, so dal} die durch die Fourier-Reihe bedingte
periodische Fortsetzung ohne Bedeutung ist. Die Ge-
samtheit aller Versuchsfunktionen lautet nun

1 (1) =exp {i R, 1} Dexp GE(r+R)}. (3.14)
1
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Die Fourier-Koeffizienten sind jetzt die Variations-
parameter. Mit den fritheren Funktionen u, (1) be-
steht der Zusammenhang

w, (1) =u, (x+N) . (3.15)

Die Funktionen u, ;(r—3R;) verschiedener Gitter-
plitze N; sind nun nicht mehr orthogonal. Die Or-
thogonalitat muf} jetzt durch Nebenbedingungen in
den Variationsparametern erzwungen werden.

Die Zahl der Variationsparameter und damit die
Zahl der Versuchsfunktionen richtet sich nach unse-
ren Anspriichen. Eine Berechnung der Matrixele-
mente, die die Wechselwirkung mit néchsten Nach-
barn enthalten, erfordert mindestens die Orthogona-
lisierung der Funktionen nichster Nachbarn. Wir
begniigen uns auch damit, da die Matrixelemente
mit Wechselwirkung ubernachster Nachbarn, die
dann nicht mehr befriedigend wiedergegeben wer-
den konnen, entsprechend dem Verhiltnis £(2) /e (1)
als klein betrachtet werden konnen. Wir werden in
der Zahlenrechnung des folgenden Kapitels alle Ma-
trixelemente iibernachster Nachbarn vernachldssigen.
Neben der Orthogonalitit liefert die Normierung
eine zweite Bedingung. Die Variation von [ erfor-
dert mindestens noch einen Freiheitsgrad. Insgesamt
braucht man also mindestens 3 Parameter und da-
mit 3 Versuchsfunktionen. Wir beniitzen die Funk-
tionen ug (Y), up,1(r) und uy (1), die nach der
obigen Bezeichnungsweise in der ersten Grundzelle
des f-Raums einer konstanten Impulseigenfunktion
plus dem ersten nicht konstanten Glied der Fourier-
Entwicklung (3.13) und in der zweiten Grundzelle
wieder einer konstanten Impulseigenfunktion ent-
sprechen. Aus Symmetriegriinden miissen jeweils
alle Funktionen nachster Nachbarn J; im Raum-
gitter bzw. nichster Nachbarn §; im reziproken Git-
ter dieselben Koeffizienten besitzen, so dal} diese
Funktionen durch eine Summe iiber ), bzw. &
zusammengefallt werden konnen. Unsere normierten
Versuchsfunktionen, die wir der Einfachheit halber
mit 1, 2, 3 durchnumerieren, lauten dann

u (v)=(VG) Z exp{ifr},
T

us(v) = (12V G) _‘/12 Zexp {if(x+R)},

W T (3.16)
S_ S exp {i(f+8y) 1} .

% T

ug(r) = (8V G)

Da in unserer ganzen Theorie nur die WANNIER-
Funktionen eines Bandes auftreten, haben wir in
(3.16) die Orthogonalitdt auf den Wannier-Funk-
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‘ 1111 Hl?_ 1113

6.90 + Vo —2,95 V8 V1

Hao Hog H3s
41,71 + Vy
+3Va+3Vs+ Vs

443 - Vo 0

Tab. 2. Die Matrixelemente H,;;,=Hpuy (ineV).

tionen der unteren Bénder nicht beriicksichtigt. Wir
nehmen an. daf} durch die Wahl dieser, den freien
Elektronen verwandten Versuchsfunktionen und
durch die Anpassung an das experimentell bekannte
Matrixelement ¢(1) unser Verfahren gegen die
Waxxier-Funktionen des Leitungsbandes konver-
giert,

§ 4. Berechnung der Storelemente

Die Durchfithrung des Variationsverfahrens (3.7)
mit den Nebenbedincungen (3.8) der Normierung
und der Orthogonalitit auf den niichsten Nachbarn
fithrt auf eine quadratische Gleichung fiir ¢,>.

det—c2+K2=0. (4.1)

Mittels der Nebenbedingungen konnten ¢, und ¢, in
¢, ausgedriickt werden

co=—(V12/2) ¢y c3=E£V1—-4¢2 (4.2)
K2 ist eine Abkiirzung fiir
e Hiy . (4.3)

T 16 Hi+ (—Hyy+2V3 Hys—3 Hyp+4 Hyy)?]

Die Matrixelemente H,,, wurden in (3.9) erklirt.
(Der Einfachheit halber liefen wir den oberen In-
dex 0 weg.) Sie konnen geschlossen berechnet wer-
den und sind in Tab. 2 angegeben. Hier wie im fol-
genden. wenn nicht extra anders angegeben ist, be-
ziehen wir uns auf Cu, das durch seine Gitterkon-
stante in die Zahlenwerte eingeht.

Die V; bedeuten die Fourier-Koeffizienten des
Potentials. Schreibt man die Fourier-Reihe

Vir)= Z V, exp {l SE[ 1‘} s (4.4)
Y]
dann erhilt man sofort fiir die Koeffizienten
V= ;) / V(v) exp{—iS§r}dr. (4.5)
T zelle

V(r) ist das periodische Kristallpotential. Die In-
tegration erstreckt sich in (4.5) iiber eine Grund-
zelle im Raumgitter. 2 ist das Volumen einer sol-
chen Zelle. Aus Symmetriegriinden miissen alle
Fourier-Koeffizienten, die zu Gitterpunkten §; der-
selben Sphire [ im reziproken Gitter gehéren, gleich

sein. Die Grolle der V; 1alt sich abschidtzen. Wir be-
trachten J/ (1) aus Beitragen W (v —N;) aller Gitter-
punkte ; zusammengesetzt

V) = SWE-9R) . (4.6)
R
Aus (4.5) ergibt sich dann
Vie b / W(r)exp{—iSyryde. (4.5a)

Das Integral erstreckt sich nun iiber den ganzen
Raum. Fir radial-symmetrisches W (v) =W (r) er-
halt man schlieBlich

14 4

Y] K; (%72

o
/ W (r) sin(K;r) rdr.
0

Integrale von diesem Typ. wo W (r) das Potential
eines neutralen Atoms bedeutet, sind im Zusammen-
hang mit den Atomstreufaktoren berechnet und fiir
viele Elemente tabelliert. Verwenden wir als Nihe-
rung fiir unser Kristallpotential die Uberlagerung
von Atompotentialen, dann kénnen wir diese Ta-
bellen zur Bestimmung der Fourier-Koeffizienten
benutzen. Die nach den neuesten. uns zuginglichen
Tabellen 2° berechneten Fourier-Koeffizienten sind
in Tab. 3 angegeben.

V1 Vs Vs Vy Vs
Cu —122 —108 — 78 — 66 — 6.3
Ag | —151 —134 — 98 — 83! — 78
Au —214 —186 —135 —11.6 —109

Tabh. 3. Die Fourier-Koeffizienten des Kristallpotentials, das
aus der Uberlagerung von Atompotentialen zusammengesetzt
ist. Zahlenwerte in eV.

Mit den Matrixelementen H,,, liBt sich nun auch
£(0) angeben. Als Funktion des Parameters c,?
erhélt man
e(0) =41,71 —136,4 ¢,2 £ 2V8 V1 —4 2V,

+(1—=4¢? BVa+3Vs+Vs5) +V,

(in eV).

Durch eine dhnliche Rechnung ergibt sich aus
e(1) = E Cn Cm H(M]Izl

n,m

(4.8)

20 J. A. Isers, Shell Development Comp., Emeryville, Calif.,
U.S.A. (noch unveriffentlicht).



ELEKTRISCHER WIDERSTAND VON STAPELFEHLERN

folgender Ausdruck fiir (1) :
e(l) = —0,855—-2,975¢,2F ¢;V1—4¢,2 V8V,
(in V). (4.9)

(Die Entscheidung bei den Doppelvorzeichen richtet
sich nach dem Vorzeichen von ¢; in (4.2).)

Die Beziehung (2.3) zwischen ¢(0) und £(1), die
den Nullpunkt der Energie festlegt, 1at sich durch
eine geeignete Wahl des konstanten Potentials V'
erfiilllen. Eine Anderung von V/, wirkt sich nur in
¢(0) aus, wihrend infolge der Orthogonalitat der
Wanxier-Funktionen 7, in ¢(1) nicht auftritt. Auch
die Bestimmung von ¢;> wird durch eine beliebige
Wahl von V nicht beeinflut, da sich ¥, in K? weg-
hebt. Das gleiche gilt fiir die Storelemente: In
¢ (0,1) steht die Differenz zweier Potentiale; ein
konstantes Potential hebt sich also dort weg. In
V’(1) treten zunichst Glieder auf, die vom Energie-
nullpunkt abhéngen; diese werden aber durch
—E U(1) wieder kompensiert.

¢(1) in Gl. (4.9) geben wir vor. Im Falle von
Cu erhilt man fiir eine FErmi-Energie von {=4,92
eV, was im Modell quasifreier Elektronen einer ef-
fektiven Masse von m*=1,44 m entsprache, nach
Tab.1 den Wert ¢(1) = —0.355 eV. Rechnet man
unter Verwendung der Potential-Fourier-Koeffizien-
ten der Tab. 3 mittels (4.1) zunéachst ¢, und dann
aus (4.9) ¢(1) aus, so ergibt sich ¢(1) nicht in
Ubereinstimmung mit dem obigen Wert. Um eine
Selbstkonsistenz zu erreichen, miissen wir das Po-
tential modifizieren. Wir gehen so vor, dal} wir eine
Reihe von Koeffizienten ¥ in der Groflenordnung
der in Tab. 3 aufgefiihrten Werte vorgeben und da-
zu ¢,> und V' =3V,+3V3+V; ausrechnen oder
umgekehrt / vorgeben und dazu ¢;®> und ¥V, aus-
rechnen. Das Ergebnis ist in Tab. 4 angegeben. In
der 4. Spalte findet man ferner V. wie es aus un-
serer Festlegung des Energienullpunkts folgt.

a Vi v Vo
0.230 = 81 — 476 0.1
0.240 — 44 — 622 0.2
0.245 — 6.2 — 94,2 0.3
0.248 — 99 — 1877 0.4
0,249 — 130 — 3437 0.4

Tab. 4. Zusammengehorige Werte des Variationsparameters

¢,® und der Fourier-Koeffizienten des Potentials (in eV). Die

Abkiirzung V' bedeutet V=3 V,+3 V3+V;. Laut Tab. 3 ist
Vi=—129 eV und V=—62,0 V.
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Wir wenden uns nun der Berechnung der Stor-
elemente zu. Nach (2.7) erhilt man fir ¢ (h) mit

h=0,1
8,(}1) = Z C;Cm Vﬁthu)z ’ (4‘10)
n,m
wobei
Vim=> Vilexp { —i 8} —1]
Y]
< [up(v) exp {i 1} u,(r—R;) de (4.11)
¢j2

ist. Fiir h=0 ist W; =0; fiir A=1 ist N; ein Gitter-
vektor zu einem nichsten Nachbarn in der an den
Stapelfehler grenzenden (111)-Ebene.

Insgesamt ergibt sich

&(0) = —c;VI—4c? Tﬁé v, (4.12)
- ; (1—4¢?)(18V5+9V+3V5)
und (1) =¢, V1 —4c,? %’VS V,. (4.13)

In (4.12) kommt eine andere Kombination der
Fourier-Koeffizienten vor als in Tab. 4. Wir berech-
nen /=18 Vot+9Vy+3V;5 aus V, indem wir an-
nehmen, daf} 7 zu V im selben Verhiltnis steht,
wie es durch Tab. 3 angegeben ist. Daraus folgt
V=456V.

Um eine geschlossene Auswertung der Integrale
(4.11) zu ermoglichen, haben wir die Integrations-
grenze durch die Zentren der WannieEr-Funktionen
hindurchgelegt. Da wir uns das Potential starr von
der durch den Stapelfehler verschobenen Kristall-
hélfte mitgefiihrt denken, sollte die Grenze ungefahr
zwischen der (111)-Ebene, die durch die Zentren
hindurchgeht, und der benachbarten (111)-Ebene
liegen. Unsere durch (4.12) und (4.13) gegebenen
Werte sind deshalb zu grof. Ein Abschitzung er-
halten wir, wenn wir tiiber das Betragsquadrat der
Wannier-Funktion eines freien Teilchens integrieren
und die Integrationsgrenze, die zunichst durch das
Zentrum der Funktion gehen soll, um eine Netzebene
verschieben. Dabei geht der Wert des Integrals von
0.5 tiber 0.115 auf 0.05 zurtick. Wir haben deshalb
die aus (4.12) und (4.13) folgenden Werte mit
0.23 multipliziert und diese ¢ (0,1) in der Tab. 5
aufgefiihrt. Wir glauben, damit die richtige Grol3en-
ordnung getroffen zu haben.

Ferner wird sich beim Verschieben der Integra-

tionsgrenze | & (1) relativ zu & (0) vergroBern;

|

denn wenn das Integrationsgebiet erst ungefihr
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einen halben Gitterabstand von den Zentren der
Wannier-Funktionen entfernt beginnt, ist dort die
Groflenordnung von ¢* (1) (1) und a* (1) a(r —NR,)
nicht mehr sehr verschieden. Das Verhiltnis
le"(1) /' (0) =~ 4, wie es aus Tab. 5 folgt, ist daher
wahrscheinlich etwas zu klein. Einen Hinweis darauf
geben auch die numerischen Berechnungen der Sta-
pelfehlerenergie (siehe '*). Daraus ist ersichtlich,
dal} die Stapelfehlerenergie nur dann in die richtige
GroBenordnung fillt, wenn | & (1)/e"(0) /=~ ist.
Fiir /(1) ergibt sich nach Gl. (2.8)
I/’(.l) =Y C;Cm H(';Tz?l

HY), = [uy (1) Huy,(r—1) de. (4.15)
T ist ein Gittervektor zwischen nichsten Nachbarn
auf verschiedenen Seiten des Stapelfehlers. 1 ist also
kein Gittervektor des idealen Gitters. H hat die Form
H=—[R/(2m)] 4
+ YV, fexp {7 S}/I’} links | vom Stapel-
- lexp {i S (r — %) jrechts | fehler
(4.16)

(4.14)

mit

w

Man erhalt
V'(1)=(—2.06+0,40V) c;>2—c; V1 —4c,2- 1,87V,
—(1=4¢2)[0,134+0,005(Vy+7V)]
(in eV). (4.17)
Die Trennfliche der beiden Potentiale in (4.16)

sollte ungefahr in der Mitte zwischen den Zentren
der Wan~ier-Funktionen und parallel zu einer
(111)-Ebene hindurchlaufen. (4.17) entspricht einer
Trennflache durch eines der Zentren. Aus Symmetrie-
grinden erhélt man dasselbe Ergebnis, wenn die
Trennflache durch das andere Zentrum hindurchgeht.
Wir erwarten deshalb im Falle einer Trennflache
zwischen den beiden Zentren keine grofle Abwei-
chung gegeniiber (4.17).

U(1) ergibt sich schliefilich aus

U(l) = Z C;Cm 0%:)1 (4'18)
n,m

mit 05 = [un(v) wu(xr—1) dv  (4.19)

zu U(1) =0,423 ¢,2— 0,005 . (4.20)
i e(0)/e(1) € (D/e(l)  V'(1)/e(1) U(1)
0.230 — 2,22 0.43 — 0.94 0,092
0.240 — 1.80 0.44 — 0,95 0,096
0.245 — 1.59 0,45 — 0.96 0,098
0.248 — 1.46 0.45 — 0,99 0.099
0,249 — 141 0.45 — 1,00 0,100

Tab. 5. Die Stormatrixelemente fiir dieselben Werte des
Variationsparameters ¢,> wie in Tab. 3.
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Zur Beurteilung der GroBenordnung der Stor-
elemente sei daran erinnert, dall |e(1)|~} { ist.
Ein Vergleich unserer Ergebnisse mit den Abschit-
zungen von SEeGEr und Statz® zeigt, daf | V'(1)]
und U(1) in den erwarteten Groflenordnungen lie-
gen; V(1) besitzt aber ein anderes Vorzeichen.
Ferner wurde dort ¢ {0.1) annihernd gleich Null
gesetzt, was jetzt nicht mehr berechtigt erscheint.

Die Berechnung der Storelemente bei Ag und Au
kann auf dieselbe Weise wie eben erfolgen. (1)
wird wieder vorgegeben. Entsprechend einer Ferwmi-
Energie von {y,=4.57 eV und £y, =4.77 eV *! er-
hélt man

e(1)pe= —0.325€V und (1) ,,= —0,344 V.
Wie in Tab. 4 liegen die Parameterwerte ;% die die
beste Ubereinstimmung zwischen angepafiten Poten-
tial-Fourier-Koeffizienten und laut Tab. 3 gegebe-
nen Koeffizienten liefern, nahe bei } . Dabei ist es
fiir die Storelemente wieder ziemlich unwesentlich,
fir welchen speziellen Wert von c¢;*> man sich ent-
scheidet. Man erhilt fiir die Storelemente praktisch
dieselben Ergebnisse wie fiir Cu. In unserem Ein-
band-Modell verhalten sich demnach alle drei Edel-
metalle nahezu gleich. Unterschiede sind nur inner-
halb der Unsicherheitsgrenzen unserer Storelemente
zu erwarten.

Auch in der Gestalt ihrer FErmi-Flachen sind Cu,
Ag und Au sehr dhnlich. Zeichnet man unter Ver-
wendung der in Tab. 1 angegebenen Werte von (1)
und #(2) die Schnitte der FErmi-Flachen mit Ebenen,
die durch das Zentrum der ersten BriLrLouix-Zone
gehen — s. hierzu Abb. 3 —. so liegen die Unter-
schiede in der Grofienordnung der Strichstiarke. Ins-
gesamt gesehen konnen daher unsere folgenden Be-
trachtungen gleichzeitig fiir alle drei Edelmetalle
gelten.

2

Abb. 2. Projektion des Teils
der Fermi-Fldache von Cu, Ag
und Au, der sich innerhalb
der 1. Brirrouin-Zone befin-
det, auf eine (111)-Ebene
durch das Zentrum der 1.
Zone. Ein Drittel der entste-
henden Figur ist gezeichnet.
Die Schnittlinien der Projek-
tionsebene mit den Zonen-
flichen bilden ein Sechseck.
An den schraffierten Stellen
besitzt der Reflexionskoeffi-

zient aus geometrischen

4 Griinden den Wert 1.
»

Y

21 H. KroxmiiLLer. Diplomarbeit, Stuttgart 1956.
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Abb. 3. Schnitte durch die 1. BrirLovin-Zone und die Fermi-
Fliche der Edelmetalle. Die Fermi-Fldche entspricht einer
Fourier-Reihe mit den Koeffizienten (1) und &(2) fiir Cu
laut Tab. 1. Die Schnittebenen, die durch das Zentrum der
1. Zone gehen und senkrecht auf der (111)-Ebene stehen,
sind aus der Lage der »- und s-Achse in Abb. 2 ersichtlich.

§ 5. Allgemeines Verhalten des Reflexions-
koeffizienten

In den Formeln (1.12) und (1.13) fiir den elek-
trischen Widerstand ist der Reflexionskoeffizient R,
gegeben durch Gl. (2.4), die bestimmende Gréf3e.
Sein Verhalten im Integrationsgebiet soll untersucht
werden. Das Integrationsgebiet entsteht aus der Pro-
jektion der Fermi-Flache auf die (111)-Ebene des
reziproken Gitters, wovon in Abb. 2 ein Ausschnitt
fiir den Fall der Edelmetalle Cu, Ag und Au gezeich-
net ist. Wie die besondere Form zustande kommt,
1af3t sich aus den beiden Schnittbildern der Abb. 3
erkennen.

Der Reflexionskoeffizient R(v,Z) ist eine Funk-
tion mit 6-zdhliger Symmetrie in der »,A-Ebene.
Unabhingig von den Storelementen lassen sich zwei
allgemeine Aussagen machen. An den Schnittlinien
der Ferwi-Fliche mit den beiden {111}-Flichen der
BrirrLouvin-Zone, die der Stapelfehlerebene parallel lie-
gen, ist #/3= —x'/3 = T a, also sin ((% — ') /6)=0.
Dort nimmt R stets den Wert 1 an. Die iibrigen
{111}-Flichen besitzen diese Besonderheit nicht.
Ferner wird in den ,,symmetrischen Richtungen®,
also in den der s-Achse in Abb. 2 entsprechenden
Richtungen, bei streifendem Einfall x=x"=0, so
dafl wir wieder R=1 erhalten. Das Verhalten des
Reflexionskoeffizienten im ubrigen Integrationsge-
biet wird durch die Stormatrixelemente bestimmt.

Wir untersuchen R auf den beiden speziellen
Strahlen. die in Abb. 2 durch die »- und s-Achse ge-
kennzeichnet sind. Zur prinzipiellen Untersuchung
geniigt es, die Matrixelemente nichster Nachbarn zu
beriicksichtigen. Die andern bedingen héochstens eine
kleine Korrektur. Wir werden in diesem Kapitel zu
dimensionslosen GréBen iibergehen und denken uns
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alle Ausdriicke der Dimension ,,Energie“ mit ¢(1)
durchdividiert; wir werden aber, wenn nicht anders
vermerkt ist, die alten Bezeichnungen beibehalten.

Nach (3.4) ist

R=N?/(N*+277) (5.1)
mit N=|T-"BQP2-|G?
~T?—2T Re(e*? Q%) (5.2)
+1-1r2)]1 QP
und Z=2|&||Q|sin((%x—x")/6)
~2|Q [2sin((x—%")/6) |V (1)|. (5.3)
Fihren wir die Abkiirzung
f=cosv+cosi+cos(v—1) (5.4)
ein, dann erhalt man
T=¢(0) +2¢(1) f,
|[Q=3+2f, (5.5)

Re(ei*BQ*) =d—f,

wobei d=({—¢(0))/(2e(1)) fiir einwertige Me-
talle ungefahr gleich — 0,5 ist. An Stelle des Ab-
stands r vom Zentrum der Abb. 2 wahlen wir nun f
als neue Variable. Tab. 6 zeigt einen Zusammen-
hang zwischen r und f in »- und s-Richtung. Wie
man sieht, sind die Unterschiede zwischen f, und f;,
abgesehen von den dufleren Randzonen des Integra-
tionsgebiets in Abb. 2, sehr gering.

Aus Abb. 3 ist zu erkennen, daf} auch % — " auf
beiden Strahlen, auBler in den Randzonen, nahezu
gleich ist. Was fiir die beiden Extremfalle, die »- und
die s-Richtung, gilt, gilt auch fiir das Zwischengebiet.
Insgesamt ist also R(», Z) eine praktisch radialsym-
metrische Funktion R(r) auf der Projektionsebene.
Nahe am Rand des Projektionsgebiets treten Abwei-
chungen hiervon auf. Erstens ist die Berandung die-
ses Gebiets kein Kreis mehr und zweitens muf} der
Reflexionskoeffizient in der s-Richtung auflen auf
alle Falle gegen 1 gehen. Wir beschrianken uns im
folgenden auf eine Diskussion von R in der asym-
metrischen Richtung.

r | fy ‘ fs
o T Tab. 6.

85 | 2.76 376 _ f=cosv+cos A+cos(v—214)

1’ ‘ 208 2’08 in Funktion des Ab.star}ds r vom

15 1’14 1’14 Zentrum der Projektionsfliche

2’ 1 0’17 0’13 in Abb. 2. f, und fs entsprechen

25 —0’60 __0’74 den Dbeiden Richtungen, die

3’ ——0’98 ——l")7 durch die »- bzw. s-Achse in
il Abb. 2 gekennzeichnet sind.

Statt f beniitzen wir jetzt x =2 — f als Variable, da
sich z mit r gleichsinnig verhalt: Wachsendes r be-
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deutet wachsendes z und umgekehrt. Die »-Achse
verlduft von r=0.7 bis 3.4 innerhalb der Rand-
kurve der projizierten Fermr-Fliache (s. Abb.2),
entsprechend z von = — 0.5 bis ~=3. Die Ausdriicke
T, |22, Re(el#? Q*) werden als Funktion von x
durch Geraden dargestellt. V ist eine Parabel. Fiir
"V (1)/ =1 entsteht diese einfach aus dem Produkt
der beiden Geraden

g1=vo—vi& und gy=g+5-2,

wobei als Abkiirzung
vo=¢(0) +4¢ (1)

verwendet wurde. Wenn /(1) zunimmt. wandert
der Scheitel dieser Parabel schriag nach links unten,
bei abnehmendem ’V(l)i umgekehrt (s. Abb. 4).
Bei kleiner werdendem ¢ (0.1) wird die Parabel
flacher.

und vl=2£/(l)

Abb. 4. Verlauf der Parabeln N und der Kurven Z fiir ver-

schieden Werte von ¥V (1)/e(1). Ausgezogen V(1)/e(1)=1;

gestrichelt 1,5: punktiert 0,5. Die Parabel fiir I'(1) /e(1) =1

entsteht einfach aus dem Produkt der beiden Geraden g; und

&, . Im vorliegenden Zahlenbeispiel ist &' (0) /(1) = —2 und

& (1)/e(1) =1, also vy=2 und v;=2. Erklirung der beniitz-
ten Abkiirzungen im Text.

Abb. 4 zeigt auch den Verlauf der Grofie Z, die
nur von dem Storelement | /(1) | abhédngt. Fir eine
gegebene Storelementkombination 1dft sich sofort
eine Zeichnung fir N und Z machen und daraus
das Verhalten von R ablesen. Nullstellen von /V ent-
sprechen Nullstellen von R, Nullstellen von Z geben
R =1. Wachsendes Verhiltnis | N/Z  bedeutet wach-
sendes R und umgekehrt. Die in Abb. 4 gewihlten
Zahlenbeispiele gehoren zu den im folgenden Ka-
pitel verwendeten Stiorelementen. Im folgenden Ka-
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pitel ist auch der Verlauf des Reflexionskoeffizienten
explizit gezeichnet (s. Abb. 7).

§ 6. Numerische Ergebnisse

Die Integration von (1.12) und (1.13) muf}
numerisch durchgefithrt werden. Eine geschlossene
Integration ist im allgemeinen Fall nicht moglich.

Zur Beschreibung der Fermi-Flidche und damit un-
seres Integrationsbereichs braucht man nicht den
Absolutwert von (. Die Angabe der Verhiltnisse
e(1)/S und &(2)/e(1) geniigt. Wir wahlten dafiir
die aus Tab. 1 fiir Cu folgenden Werte. Jedoch, wie
schon erwihnt, sind die Unterschiede gegeniiber Ag
und Au minimal, so daf} unsere Ergebnisse auch fiir
diese Metalle gelten.

Als Ausgangswerte der Storelemente bentitzen
wir die Werte aus Tab. 5. Da diese Groflen mit ge-
wissen Unsicherheiten behaftet sind. betrachten wir
sie in unserer Rechnung in weiten Grenzen als
variabel.

Nach Tab. 5 liegt £ (0)/e(1) in der GréBenord-
nung zwischen —1 und —2 und & (1)/¢(1) unge-
fihr bei 0.4. & (1) labt sich relativ zu & (0) ge-
nauer festlegen. Dazu verwenden wir die Ergebnisse
bei der Berechnung der Stapelfehlerenergie 4. { er-
wies sich als sehr empfindlich gegeniiber dem Ver-
hilltnis v —=¢"(1)/¢(0). Nahezu unabhingig von
dem Absolutwert ¢ (0.1) und den anderen Stor-
elementen mul} v~ — & sein, damit J in die richtige
GroBenordnung fallt. Wir wéahlen deshalb unsere
Zahlenwerte von ¢ (1) relativ zu ¢ (0) entsprechend
einem v—= — 5. Sonst lassen sich von der Stapel-
fehlerenergie her iiber die Matrixelemente keine den
Wertebereich einschrinkende Aussagen machen.

Tab. 5 gibt
V(1) /e(1) =V (1) /e(1))+ U (1) | {/e(1)]|=0,40.

Das einzige Stormatrixelement iiberniichster Nach-
barn ist J7(2). Wir setzen es in guter Naherung
gleich dem ungestorten Wert ¢(2). Die relativen
Abweichungen (V(2) —&(2))/e(1) dirften sich in
der GroBenordnung von &(2)/e(1) bewegen und
fallen fiir das Ergebnis nicht stirker ins Gewicht als
eine Unsicherheit von V(1) /¢(1) derselben Grillen-
ordnung.

Wie aus den Ausfiihrungen des vorigen Kapitels
zu erschen ist, kann der Reflexionskoeffizient an ge-
wissen Stellen des Integrationsgebiets durchaus Null
werden. Die Nullstellen haben zur Folge. dal} das
Integral im Nenner des Ausdrucks (1.12) fir den
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Tieftemperaturwiderstand gegen Unendlich geht. In
diesen Fillen versagt (1.12). da dann neben den
Stapelfehlern die anderen vorhandenen Gitterfehler
beriicksichtigt werden miissen, die in den Richtun-
gen, wo R=0 ist, die freie Wegldnge der Elektro-
nen begrenzen. Die Berechnung des Restwiderstands
hitte dann nach der von Bross und SeEcer?? an-
gegebenen Methode zu erfolgen. Wir begniigen uns
in diesen Fillen mit der Angabe des Hochtemperatur-
widerstands. In Tab. 7 ist fiir je zwei feste Werte
von ¢ (0)/e(1) und &' (1)/e(1) und fiir iiber weite
Bereiche variables /(1) /(1) der berechnete Stapel-
fehlerwiderstand angegeben.

£ (0) | 51(2 Y(l) 0 | Aon
(1) &(1) e(1) [10-12Qcm]  [10-12Qcm]
—2 1 0,40 7.28 8.00
0.91 — 4.20
1,06 — 3.60
1,50 - 3.20
2 — 4.26
—1 0.5 0.40 6,90 7.41
0,91 — 2,34
1,06 — 1,72
50 — 2,16
2 — 4,29
Tab. 7. Hoch- und Tieftemperaturwiderstand in Richtung

senkrecht zum Stapelfehler. Die Zahlenwerte entsprechen

einer Flichendichte von F/F=1 cm—'. In den Fillen, wo der

Tieftemperaturwiderstand nicht angegeben ist, besitzt der

Reflexionskoeffizient fiir gewisse Einfallsrichtungen Null-
stellen.

Die Widerstandswerte lassen sich in einen mitt-
leren Reflexionskoeffizienten R umrechnen. Nach
(1.13) lautet die Definitionsgleichung fiir den Fall
des Hochtemperaturwiderstands

RH/(gradgE n)2dbi= /R(gradgE n)2dbe. (6.1)

Abb. 5 zeigt den Verlauf von Ry fur die der
Tab. 7 entsprechenden Werte. Ry steigt fur
V(1)/e(1) =0 stark an und erreicht dort an-
nihernd 1. Fiir negative /(1) /e(1) erhilt man un-
gefidhr das Spiegelbild von Abb. 5. Beide Aussagen
wiirden genau stimmen, wenn man sich auf die Ma-
trixelemente nichster Nachbarn beschranken wiirde.

Mit abnehmendem & (0, 1) sinkt Ry weiter ab.
Fiir ¢ (0) =¢'(1) =0 wird Ry bei V(1)/e(1) =1
genau Null. Macht man bei konstantem V(1) /e(1)
=1 in Abb. 5 einen Schnitt und trdgt man Ry als

22 H. Bross u. A. Seecer, J. Phys. Chem. Sol. 4, 161 [1958].
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Abb. 5. Der mittlere Reflexionskoeffizient fiir zwei Stor-

elementkombinationen. Ausgezogen & (0)/e(1)=—2 und

& (1)/e(1)=1; gestrichelt —1 und 0,5. Ry=0,1 entspricht

einem Hochtemperaturwiderstand von 1,02:10~=2 Qcm in

Richtung senkrecht zum Stapelfehler fiir eine Flachendichte
von F/V=1cm~1L

Funktion von &' (0)/e(1) auf, wobei das Verhiltnis
v=¢"(1)/¢'(0) = — ¥ beibehalten wird, dann ergibt

sich Abb. 6.
Ay
05 i
/
o =
,/V
4 = R

e

Abb. 6. Der mittlere Reflexionskoeffizient fiir konstantes
V(1)/e(1) =1 und konstantes & (1)/e’(0)=—1/2.

In Abb. 7 ist der Verlauf des Reflexionskoeffizien-
ten, unter Verwendung derselben Matrixelemente
wie in Tab. 7, als Funktion der f-Komponente par-
allel zum Stapelfehler wiedergegeben. Der Abszissen-
malstab r ist also der Abstand vom Zentrum in der
v, 2-Ebene (s. hierzu Abb. 2). Will man den zu
R(r) gehorigen f-Vektor und damit auch die zuge-
horige Einfallsrichtung ¢ ermitteln, dann mufl man
nur in Abb. 3 im Abstand r vom Ursprung auf der
Abszissenachse das Lot errichten. Die Schnittpunkte

mit der Fermi-Fliache sind die Endpunkte von f
bzw. f'.

Der Verlauf von R(r) war nach den Ausfiihrun-
gen des vorigen Kapitels vorherzusagen. Auffallend
ist, dall R auch in der »-Richtung am &ufleren Rand
des Integrationsgebiets der Abb.2 gegen 1 geht,
was eine Folge der verhiltnismilig groflen Matrix-
elemente ¢ (0) und &'(1) ist. Das bedeutet, daB die
Elektronen, deren f-Vektoren auch in den zum
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Abb. 7. Der Reflexionskoeffizient in Funktion der Parallel-
komponente von £ zum Stapelfehler. r entspricht dem Ab-
stand vom Zentrum der 1, A-Ebene entlang der »-Achse (siehe
Abb. 2). Sofern sich der Verlauf von R entlang der s-Achse
von dem entlang der r-Achse unterscheidet, ist er punktiert mit-
gezeichnet. Ausgezogen £ (0)/e(1) =—2 und & (1)/e(1) =1;
gestrichelt —1 und 0.5. a) V' (1)/s(1) =0,4; b) 0,91; ¢) 1,5.

Stapelfehler schrig liegenden Hélsen der Ferwmi-
Flache endigen. stark gestreut werden. Aus Abb. 7
liest man ab. dal} diese Streuung mit kleiner wer-
dendem ¢’ (0, 1) abnimmt. Man gelangt dann schlief3-
lich zu einem Verlauf R(r). wie er fiir £ (0,1) =0
von SEEGER und Statz ? angegeben wurde.

Das grundsitzliche Verhalten von R, ebenso wie
die numerischen Ergebnisse fiir den Widerstand.
sind von der speziellen Wahl des Verhiltnisses
v=¢(1)/¢'(0) (hier —3}) ziemlich unabhingig,
im Gegensatz zu den Berechnungen der Stapelfehler-
energie !4,

Ein Vergleich unserer Ergebnisse beziiglich des
Reflexionskoeffizienten mit denjenigen von StenLe 3
ist nicht ohne weiteres moglich, da StEHLE seinen
Rechnungen eine geschlossene, sphirische Fermi-
Fliche zugrunde gelegt hat. Erniedrigen wir {, dann
geht unsere offene Fermi-Flidche auch in eine ge-
schlossene Fliche iiber. Fiir kleine | fr | erhilt man
Kugeln und fiir diesen Fall wurde nach unserer
Theorie der prinzipielle Verlauf von R als Funktion
des Einfallswinkels schon untersucht?: Bei senk-
rechtem Einfall ist R am kleinsten, nimmt mit

wachsendem ¢ zu und erreicht bei streifendem Ein-
fall den Wert 1. Geht man von Fermi-Flidchen mit
kleinem | fi- | allmihlich zu den berithrenden Fermi-

TZ

Fliachen iiber, dann mufl R bei senkrechtem Einfall
wieder wachsen, weil im Grenzfall einer gerade be-
rithrenden Fermi-Fldche im Bertihrpunkt

sin((x—%")/6)=0 wund daher

Wir betrachten nun eine Fermi-Fliache, die nicht
mehr kleinen |f;| entspricht, aber doch noch an-
nihernd eine Kugel ist. Die FErmi-Flache umschliefle
ein Volumen mit 0.54 Elektronen pro Atom. Das
entspricht den Verhiltnissen bei Ni. Wir beschrin-
ken uns auf Matrixelemente ndchster Nachbarn. set-
zen also ¢(2) und V' (2) gleich Null. Aus dem ge-
gebenen Volumen des Fermi-Korpers folgt dann
{/e(1) = —10,6. Die Stormatrixelemente nachster
Nachbarn wihlen wir in derselben Groflenord-
nung wie bei den Edelmetallen, die auch fiir Ni
zutreffen diirfte und untersuchen die zwei Fille
£(0)/e(1) = —1,&(1)/e(1) =0,5 und &' (0,1) =0.
J7(1)/e(1) sei beidemal gleich 0.7, was quasi einem
Mittelwert zwischen dem ungestorten Wert 1 und
unserem, wahrscheinlich etwas zu kleinen, fritheren
Ausgangswert von 0.4 entspricht. Abb. 8 zeigt den
Verlauf des Reflexionskoeffizienten in Funktion des
Kosinus des Einfallswinkels ¢ fiir die beiden obigen
Storelementkombinationen. Zum Vergleich ist die
von StenLE ? angegebene Kurve mitgezeichnet. Man
stellt fest, dall die Grundziige tibereinstimmen.

ist.

R=1

05

cos A

0

Abb. 8. Der Reflexionskoeffizient in Funktion des Einfallswin-

kels ¢ fiir eine nahezu sphirische Fermi-Fliche. cos =0 ent-

spricht streifendem Einfall und cos ¢ =1 senkrechtem Einfall.

Die ausgezogene Kurve ist der von Stenie® angegebene Ver-

lauf. Gestrichelt (0, 1) =0; punktiert & (0)/e(1)=—1 und
& (1) /e(1) =0,5. Beidemal ist ¥ (1)/e(1) =0,7 .

Zum SchluB} seien noch die zugehorigen Wider-
standswerte angegeben, die einen grilenordnungs-
mifigen Anhaltspunkt fiir den Stapelfehlerwider-
stand in Ni geben diirften. Dabei wurden die aus
(1.12) und (1.13) folgenden Zahlen noch mit einem
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Faktor 2 multipliziert, da bei ferromagnetischem Ni
nur die Leitungselektronen mit Spin parallel zur
Magnetisierungsrichtung zur Leitfahigkeit beitra-
gen??. Man erhilt fiir den Widerstand senkrecht
zum Stapelfehler und fiir Flachendichte
F/V=1cm™! folgende Werte:

0=7,0110712Qcm; 4dog=9.8-10"20Qcm
[8,(0, 1) +0],

eine

und
0=37-10012Qcm; Adoz=3.9-10"120Qcm

[¢/(0,1) =0].
§ 7. Diskussion

In der folgenden gréfenordnungsmifligen Dis-
kussion unserer Zahlenergebnisse unterscheiden wir
nicht zwischen Hoch- und Tieftemperaturwiderstand.
In den Fillen, wo der Reflexionskoeffizient keine
Nullstellen besall und daher der Tieftemperatur-
widerstand nach Gl. (1.12) angegeben werden
konnte, lag dieser nur ungefihr 10 bis 15% unter
dem Hochtemperaturwiderstand (in einem der bei-
den Zahlenwerte fiir Ni war die Abweichung etwas
grofler). Dieselben Unterschiede ergaben sich auch
unter der Annahme eines konstanten Reflexions-
koeffizienten ®. Es ist zu erwarten, dal in den Fal-
len, wo wegen den Nullstellen des Reflexionskoeffi-
zienten der Tieftemperaturwiderstand des Stapel-
fehlers nicht mehr ohne Beriicksichtigung anderer
Gitterfehler berechnet werden kann, die Unterschiede
zwischen Hoch- und Tieftemperaturwiderstand sich
in derselben Grofenordnung bewegen.

Die unkorrigierten Ausgangswerte unserer Stor-
elemente fiihren auf einen mittleren Reflexions-
koeffizienten von R==0.7, der ungefahr um einen
Faktor 2 grofler ist als der von Seecer und SteHLE
(s. Anm.!3) abgeleitete Wert zur Erklirung des
Versetzungswiderstands mit Stapelfehlern in Cu.
Wir miissen jedoch eine Schwankungsbreite unserer
zugrunde gelegten Storelemente zulassen. Dies wirkt
sich stark bei 7/ (1)/e(1) aus. Eine gleichsinnige
Anderung der beiden darin enthaltenen Parameter
von nur 20% gibt fiir (1) /e(1) an Stelle des Aus-
gangswerts von 0.4 schon rund 0,9. Ferner kann
auch 7' (2) vom ungestorten Wert ¢(2) abweichen,
was einer Schwankung von 7 (1)/¢(1) der GroBen-
ordnung 0.1 bis 0,2 gleichzusetzen ist. Man sieht,
daf} die Minimalwerte des mittleren Reflexionskoef-

23 A. SeEcER, Z. Physik 144, 637 [1956].
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fizienten der Abb. 5 durchaus erreicht werden kon-
nen. Diese sind aber mit R=0,15 bis 0.3 kleiner
oder ungefahr gleich den StenLE—SEecerschen Wer-
ten, die damit grofenordnungsmiflig durch unsere
Ergebnisse gestiitzt werden.

Die mittleren Reflexionskoeffizienten R =0,15
bis 0,3 entsprechen nach unserer Rechnung einem
Widerstand senkrecht zur Stapelfehlerfliche von
1.5:10712 Qcm bis 3.1:107*2 Q2 cm pro Flachen-
dichte F/V/'=1cm™!. Wie schon von SeEGer und
Statz 5 betont wurde, sind die Widerstandswerte
— gleiche mittlere Reflexionskoeffizienten voraus-
gesetzt — fiir eine sphérische Fermi-Flache, wie sie
von SEEGER und STeEHLE 13 beniitzt wurden, und fiir
unsere offene Fermr-Fliche nahezu gleich. Grund-
sitzlich folgt aus unserer Theorie. daf} die genaue
Form der Fermi-Fldache fiir die Grofle des Stapel-
fehlerwiderstands zweitrangig ist.

Der prinzipielle Verlauf des Reflexionskoeffizien-
ten als Funktion des Einfallswinkels ¢}, wie er von
Stence 3 fiir eine sphirische Fermi-Flache angegeben
wurde, konnte durch unsere Rechnungen bestitigt
werden. Ferner zeigt sich, daf} die durchschnittlichen
Werte des Reflexionskoeffizienten in derselben Gro-
Benordnung liegen wie bei den offenen Fermi-Fla-
chen. Wir stehen damit im Widerspruch zu Howie 2,
der einen betrdchtlichen Stapelfehlerwiderstand nur
fir die Falle vorausagt, wo die Fermi-Fliche die
BriLLouin-Zonengrenzen schneidet oder mindestens
die Fermr-Flache stark von der Kugelgestalt ab-
weicht. Insbesondere erwartet er deshalb fiir Ni
einen kleinen Stapelfehlerwiderstand, im Gegensatz
zu unseren Rechnungen, die die richtige Groflenord-
nung treffen diirften. Auch im Falle offener Fermi-
Flichen finden wir wesentliche Unterschiede. Die
Ergebnisse von Howie besagen, dal} eine starke
Streuung der Elektronen durch den Stapelfehler nur
fiir f-Vektoren in der Nihe der {111}-BriLrouin-
Zonenflachen auftritt, die nicht parallel zum Stapel-
fehler liegen. Wir stellen dagegen fest, daf} die Elek-
tronen mit f-Vektoren der gesamten Fermi-Fliche
stark gestreut werden konnen. Am Schnitt mit den
Brirrouin-Zonenflachen parallel zum Stapelfehler
finden wir sogar grundsitzlich einen Reflexions-
koeffizienten R=1.

Um unsere Zahlenwerte mit denjenigen von
Howie 2 — obwohl diesen im Lichte der obigen Kri-
tik keine grolle Bedeutung zugemessen werden
kann — oder mit den MefBergebnissen von Cor-
tERILL an Gold * vergleichen zu konnen, miissen wir
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unseren Widerstand, der fiir eine Richtung senkrecht
zum Stapelfehler gilt. tiber alle Flachenorientierun-
gen der Stapelfehler mitteln. Nimmt man fir ein
vielkristallines Material statistische Verteilung aller
Orientierungen an, dann ergibt sich ein isotroper
Widerstand von o=} 0|, wo 0] den Widerstand
senkrecht zum Stapelfehlher bezeichnet. Die Minima
der Abb. 5 entsprechen demnach einem Widerstand
von 0,5-10712 2 cm? bis 1,5-10712 f 2 em?. Hier
bedeutet f (ecm™!) die Gesamtflichendichte der
gleichverteilten Stapelfehler. Der Zahlenwert von
Howre paBt mit 0~1-1071% 2 cm? in diesen Be-
reich, wahrend der CorteriLrsche MefBwert fiir
Gold, wie auch die spitere Abschidtzung HowiEs
unter Beriicksichtigung gebundener Zustdnde, mit
0~0,2:10712 f Q cm® etwas darunter liegt. Das
wiirde bedeuten, daf} unsere Matrixelemente ¢ (0, 1)
— mindestens im Falle von Gold — noch zu grof3
sind. Wie Abb. 6 zeigt, geniigt bereits eine Ernied-
rigung um die Halfte, was auf Grund unserer na-
herungsweisen Bestimmung dieser Matrixelemente
nicht auszuschlieflen ist. Dagegen ist nicht anzuneh-
men, wie in § 2 begriindet wurde, dal} die Diskre-
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panz davon herriihrt, da} wir keine gebundenen Zu-
stinde beriicksichtigt haben.

Insgesamt gesehen, sind unsere Rechnungen im-
stande, die experimentellen Ergebnisse zu erkliren.
Die zunkiinftige Aufgabe dirfte in einer verfeiner-
ten Berechnung der Stérmatrixelemente und damit
der Wannier-Funktionen zu suchen sein. Eine Er-
weiterung der Theorie auf mehrere Bander, beson-
ders im Hinblick auf die Berechnung der Stapel-
fehlerenergie. ist prinzipiell moglich. ebenso die
Mitnahme gebundener Zustéande.
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